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基于相似度的直觉模糊推理

反向三 Ｉ算法的鲁棒性
井　美，惠小静，王　蓉

（延安大学数学与计算机科学学院，陕西延安７１６０００）

　　摘　要：　本文将直觉模糊集与反向三Ｉ算法结合起来，研究了直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法，给出了ＩＦＭＰ、ＩＦ
ＭＴ问题的直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法解的表达形式和分解形式．其次，借助双剩余，定义了直觉模糊集间的相似
度，给出了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、直觉Ｇｄｅｌ蕴涵、直觉Ｇｏｇｕｅｎ蕴涵、直觉 Ｒ０蕴涵的相似度，并分析了它们之间的关
系．最后，利用直觉模糊集上的相似度作为扰动参数，讨论了直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的鲁棒性，特别是，针对以
上四种剩余型蕴涵算子，得到了直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的一些关于鲁棒性的结论．
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１　引言
　　众所周知，模糊推理的核心问题是模糊假言推理
（ＦＭＰ）问题和模糊拒取式推理（ＦＭＴ）问题，具体形式
如下：

ＦＭＰ问题：给定规则Ａ→Ｂ，且输入Ａ，输出Ｂ；
ＦＭＴ问题：给定规则Ａ→Ｂ，且输入Ｂ，输出Ａ．
这里的Ａ，Ａ∈Ｆ（Ｘ），Ｂ，Ｂ∈Ｆ（Ｙ），Ｆ（Ｘ），Ｆ（Ｙ）

分别是非空集合Ｘ，Ｙ上的模糊集．
针对上述问题，模糊集［１］的创始人Ｚａｄｅｈ提出了的

ＣＲＩ算法［２］，它简单易行，已经广泛运用到模式识别、医

疗诊断、模糊控制等领域［３，４］，但是由于它缺乏严格的

逻辑基础且不具有还原性，于是，王国俊教授提出了全

蕴涵三 Ｉ算法［５］，有效地弥补了 ＣＲＩ算法的不足，并将
其纳入模糊逻辑系统之中．文献［６］从一个新的角度去
讨论全蕴涵三Ｉ算法，并提出了反向三Ｉ算法．

在现有文献中，大多数学者都是在模糊集的基础

上研究推理算法的，值得我们注意的是，直觉模糊集［７］

作为模糊集的推广，它比模糊集能更好地反映日常事

物的模糊性和不确定性，而且在信息处理过程中能有
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效的减少了模糊信息的丢失．关于直觉模糊集的理论
已经广泛应用到聚类分析、模式识别、群决策等领

域［８］，但是直觉模糊集在模糊推理方面却没有得以迅

速地发展，主要由于直觉模糊蕴涵算子比模糊蕴涵算

子复杂得多，尤其是直觉蕴涵算子的运算法则更为繁

琐．首先文献［９］对直觉三角模与直觉蕴涵算子的相关
理论进行了初步研究，文献［１０，１１］对直觉模糊推理作
了深入研究，文献［１２］提出了剩余型直觉蕴涵算子，从
而建立了直觉模糊集与模糊推理之间内在联系，进一

步，文献［１３］研究了剩余型直觉模糊推理的三 Ｉ算法，
文献［１４］研究了直觉模糊推理的三Ｉ约束算法．

目前，将直觉模糊集与其他推理算法相结合的研

究甚少，为此，本文基于直觉模糊集，研究了直觉模糊推

理ａ－反向三Ｉ算法，并给出了ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉
模糊推理ａ－反向三Ｉ算法解的表达形式和分解形式．

在模糊控制系统中，往往输入的微小扰动会造成

推理结果有很大偏差，那么如何有效地避免和消除这

种偏差？相对于模糊推理算法，直觉模糊推理算法是否

也满足鲁棒性？考虑到以上问题，因此，本文研究了直

觉模糊推理算法的鲁棒性．扰动参数的选取是研究鲁
棒性的关键．文献［１５］给出直觉模糊集间的 Ｐ－距离，
定义了直觉模糊连接词的灵敏度，分析了直觉模糊推

理系统的鲁棒性，文献［１６］借助经典模糊集间的距离，
定义了直觉模糊集间的自然距离和 Ｈａｍｍｉｎｇ距离，研
究了ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ型直觉模糊推理三Ｉ算法的鲁棒性，文
献［１７］提出了直觉模糊推理ＳＩＳ算法，并基于自然距离
和平均距离研究了 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ型直觉模糊推理的 ＳＩＳ
算法的鲁棒性．显然以上学者都是基于［０，１］上的标准
度量，通过直觉模糊集间的距离来定义扰动参数，进一

步研究直觉模糊推理的鲁棒性．但是，我们知道直觉模
糊推理的结果与直觉模糊连接词和蕴涵算子有很大的

关系，而且双剩余是由蕴涵算子构成的，所以，借助双剩

余，通过定义直觉模糊集间的相似度来作为扰动参数，

对研究直觉模糊推理算法的鲁棒性具有一定的逻辑意

义和实用价值．
于是，本文利用双剩余，定义了直觉模糊集间的相

似度，给出了直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、直觉Ｇｄｅｌ蕴涵、直
觉Ｇｏｇｕｅｎ蕴涵、直觉 Ｒ０蕴涵的相似度，进一步讨论了
它们之间的关系．最后，将直觉模糊集上的相似度作为
扰动参数，研究了直觉模糊推理 ａ－反向三 Ｉ算法的鲁
棒性，并且关于以上四种剩余型蕴涵算子，获得了直觉

模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的关于鲁棒性一些结论，进
一步发现ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理 ａ－反向三
Ｉ算法具有相同的鲁棒性．

２　预备知识

　　定义１［７］　设Ｘ是非空集合，则称Ａ＝｛＜ｘ，Ａｔ（ｘ），

Ａｆ（ｘ）＞｜ｘ∈Ｘ｝为Ｘ上的直觉模糊集．其中：Ａｔ（ｘ）：Ｘ→
［０，１］，Ａｆ（ｘ）：Ｘ→［０，１］，Ａｔ（ｘ）、Ａｆ（ｘ）分别表示Ｘ上的
隶属度函数与非隶属度函数，而且ｘ∈Ｘ，０≤Ａｔ（ｘ）＋
Ａｆ（ｘ）≤１．特别地，ｘ∈Ｘ，Ａｔ（ｘ）＋Ａｆ（ｘ）＝１，则直觉模
糊集Ａ退化为模糊集．

定义２［１３］　设Ｘ，Ｙ为非空集合，Ｘ，Ｙ上的全体直觉
模糊集之集分别为ＩＦＳ（Ｘ），ＩＦＳ（Ｙ）．

令ＩＦＳ＝｛（ｔ，ｆ）｜ｔ，ｆ∈［０，１］，０≤ｔ＋ｆ≤１｝，定义
ＩＦＳ上的一个偏序关系≤如下：

α，β∈ＩＦＳ，α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），α≤β当且仅
当ａ１≤ｂ１，ａ２ｂ２，α∧β＝（ａ１∧ｂ１，ａ２∨ｂ２），α∧β＝（ａ１
∧ｂ１，ａ２∨ｂ２），α′＝（ａ２，ａ１），最小元０

 ＝（０，１），最大元
１ ＝（１，０），显然可知，（ＩＦＳ，≤）是完备的分配格．

在本文中，Ａ（ｘ）＝（Ａｔ（ｘ），Ａｆ（ｘ）），Ｂ（ｙ）＝
（Ｂｔ（ｙ），Ｂｆ（ｙ）），Ａ

（ｘ）＝（Ａｔ（ｘ），Ａ

ｆ（ｘ）），Ｂ

（ｙ）＝
（Ｂｔ（ｙ），Ｂ


ｆ（ｙ）），Ａ－ｆ（ｘ）＝１－Ａｆ（ｘ），Ｂ－ｆ（ｙ）＝１－

Ｂｆ（ｙ），Ａ

－ｆ（ｘ）＝１－Ａ


ｆ（ｘ），Ｂ


－ｆ（ｙ）＝１－Ｂ


ｆ（ｙ），其中

Ａｔ（ｘ），Ａｆ（ｘ），Ａ

ｔ（ｘ），Ａ


ｆ（ｘ）是 Ｘ上的模糊集，Ｂｔ（ｙ），

Ｂｆ（ｙ），Ｂ

ｔ（ｙ），Ｂ


ｆ（ｙ）是Ｙ上的模糊集．

定义３［１８］　是［０，１］上的三角模，若二元运算
满足：ａｂ＝１－（１－ａ）（１－ｂ），则是［０，１］上的三
角余模，称为与对偶的三角余模．反之，是［０，１］
上的三角余模，若二元运算满足：ａｂ＝１－（１－ａ）
（１－ｂ），则是［０，１］上的三角模，称为与对偶
的三角模．

注　在本文中出现的运算优先如下：，，→，
∧，∨，高于＋，－．

定义４［１３］　α，β∈ＩＦＳ，α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），
是［０，１］上的三角模，是与对偶的三角余模，在ＩＦＳ
上定义二元运算，：αβ＝（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２）；α
β＝（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２）．

定理１［１３］　设是由左连续三角模生成的直
觉三角模，则ＩＦＳ上存在二元运算→使得αβ≤γ
α≤β→γ，并且β→γ＝∨｛η∈ＩＦＳ｜ηβ≤γ｝．

定理２［１３］　α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），→是由 ＩＦＳ
上左连续的直觉三角模生成的剩余型蕴涵算子，则

下列结论成立．
（１）α→β＝（（ａ１→ｂ１）∧（１－（ｂ２！ａ２）），ｂ２！

ａ２）．
（２）α→β＝（（ａ１→ｂ１）∧（（１－ａ２）→（１－ｂ２）），１

－（１－ａ２）→（１－ｂ２））．
例１［１３］　α＝（ａ１，ａ２），β＝（ｂ１，ｂ２），下面是两种常

见的剩余型直觉蕴涵及对应的三角模．
（１）直觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵及其对应的三角模：
ａＬ

β＝（（ａ１＋ｂ１－１）∨０，（ａ２＋ｂ２）∧１））；

６６２
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ａ→Ｌ
β＝（（１－ａ１＋ｂ１）∧（１－ａ２＋ｂ２）∧１，

（ｂ２－ａ２）∨０）．
（２）直觉Ｇｄｅｌ１蕴涵及其对应的三角模：
ａＧ

β＝（ａ１∧ａ２，ｂ１∨ｂ２）；

ａ→Ｇ
β＝

（１，０）， ａ１≤ｂ１，ｂ２≤ａ２
（１－ｂ２，ｂ２）， ａ１≤ｂ１，ｂ２＞ａ２
（ｂ１，０）， ａ１＞ｂ１，ｂ２≤ａ２
（ｂ１，ｂ２）， ａ１＞ｂ１，ｂ２＞ａ










２

（３）直觉蕴涵Ｇｏｇｕｅｎ及其对应的三角模：
ａＧｏ

β＝（ａ１ｂ１，（ａ２＋ｂ２－ａ２ｂ２））；

ａ→Ｇｏ
β＝

（１，０）， ａ１≤ｂ１，ｂ２≤ａ２

（
１－ｂ２
１－ａ２

，
ｂ２－ａ２
１－ａ２

）， ａ１≤ｂ１，ｂ２＞ａ２

（
ｂ１
ａ１
，０）， ａ１＞ｂ１，ｂ２≤ａ２

（
１－ｂ２
１－ａ２

∧
ｂ１
ａ１
，
ｂ２－ａ２
１－ａ２

）， ａ１＞ｂ１，ｂ２＞ａ













 ２

（４）直觉觉模Ｒｏ蕴涵及其对应的三角模：

ａＲｏ
β＝

（０，１）， ａ１＋ｂ１≤１，ａ２＋ｂ２１
（０，ａ２∨ｂ２）， ａ１＋ｂ１≤１，ａ２＋ｂ２＜１
（ａ１∧ｂ１，１）， ａ１＋ｂ１＞１，ａ２＋ｂ２１
（ａ１∧ｂ１，ａ２∨ｂ２）， ａ１＋ｂ１＞１，ａ２＋ｂ２










＜１

ａ→Ｒｏ
β

＝

（１，０），
　　　　　　　　　　　　　　　ａ１≤ｂ１，ｂ２≤ａ２
（（１－ｂ２）∨ａ２，ｂ２∧（１－ａ２）），
　　　　　　　　　　　　　　　ａ１≤ｂ１，ｂ２＞ａ２
（（１－ａ１）∨ｂ１，０），
　　　　　　　　　　　　　　　ａ１＞ｂ１，ｂ２≤ａ２
（（（１－ａ１）∨ｂ１）∧（（１－ｂ２）∨ａ２），ｂ２∧（１－ａ２）），
　　　　　　　　　　　　　　　ａ１＞ｂ１，ｂ２＞ａ

















２

定义５［１９］　设Ｘ是非空集合，→是［０，１］上的正则
蕴涵，ａ，ｂ∈Ｘ，ａｂ＝（ａ→ｂ）∧（ｂ→ａ），则称为 ａ，
ｂ的双剩余．

命题１［１９］　设 Ｘ是非空集合，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈［０，
１］，则：

（１）（ａｂ）（ｃｄ）≤（ａｃ）（ｂｄ）．
（２）（ａｂ）（ｃｄ）≤（ａ→ｃ）（ｂ→ｄ）．
命题２［１９］　设 Ｘ是非空集合，ｆ，ｇ：Ｘ→［０，１］是任

意两个函数，则：

（１）（∧
ｘ∈Ｘ
ｆ（ｘ））（∧

ｘ∈Ｘ
ｇ（ｘ））∧

ｘ∈Ｘ
（ｆ（ｘ）ｇ（ｘ））．

（２）（∨
ｘ∈Ｘ
ｆ（ｘ））（∨

ｘ∈Ｘ
ｇ（ｘ））∧

ｘ∈Ｘ
（ｆ（ｘ）ｇ（ｘ））．

引理１［１９，２０］　设Ｘ是非空集合，ａ，ｂ，ｃ∈［０，１］，若ａ

≤ｂ≤ｃ，则ａｃ≤ａｂ，ａｃ≤ｂｃ．

３　直觉模糊推理反向三Ｉ算法
　　ＩＦＭＰ问题的直觉模糊推理 α－反向三 Ｉ算法的基
本思想：设Ａ（ｘ），Ａ（ｘ）∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ（ｙ）∈ＩＦＳ（Ｙ），α∈
ＩＦＳ，

（Ａ（ｘ）→Ｂ
（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））α（１）

若Ｂ（ｙ）是ＩＦＳ（Ｙ）中对一切ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ都满足式
（１）的最大直觉模糊集，则称 Ｂ（ｙ）为 ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理α－反向三Ｉ算法的解．

引理２　设是ＩＦＳ上左连续的直觉三角模，→

是与伴随的剩余型直觉蕴涵算子，而且当ｙｚ时，ｘ
ｙ＝ｚｘ＝ｙ→ｚ，则α，β∈ＩＦＳ，下列结论成立：

（１）α＝β→（βα）．
（２）α＝（α→β）→β．
证明　（１）γ∈ＩＦＳ，αβ＝γα＝β→γ且 β

γ，则β→（βα）＝β→（αβ）＝β→γ＝α．
（２）由已知条件可知，α＝（α→β）→βα（α

→β）＝βα→β＝α→β．显然，α→β＝α→β恒
成立．因此α＝α→（β→β）恒成立．

定理３　设（→）是 ＩＦＳ上的直觉伴随对，而
且当ｙｚ时，ｘｙ＝ｚｘ＝ｙ→ｚ，则 ＩＦＭＰ问题的直
觉模糊推理 ａ－反向三 Ｉ算法的解 Ｂ（ｙ）可表示为
如下：

Ｂ（ｙ）＝∧
ｘ∈Ｘ
｛Ａ（ｘ）（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））｝，ｙ∈Ｙ

证明　由Ｂ（ｙ）的表达式及引理２可知，ｘ∈Ｘ，
ｙ∈Ｙ，
　（Ａ（ｘ）→Ｂ

（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））
（Ａ（ｘ）→（Ａ

（ｘ）（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））））
　→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））
＝（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））＝αα
从而可知Ｂ（ｙ）是满足式（１）的．假设存在 Ｃ（ｙ）

∈ＩＦＳ（Ｙ），使得 Ｃ（ｙ）满足（１）式，则ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，有
（Ａ（ｘ）→Ｃ（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））α恒成立．即
Ｃ（ｙ）≤Ａ（ｘ）（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））．因此，Ｃ
（ｙ）≤Ｂ（ｙ）．所以 Ｂ（ｙ）为 ＩＦＭＰ问题的直觉模糊推
理ａ－反向三Ｉ算法的解．

推论１　设（→）是 ＩＦＳ上的直觉伴随对，Ｂ


（ｙ）＝（Ｂｔ（ｙ），Ｂ

ｆ（ｙ）），α＝（ａ１，ａ２），则 ＩＦＭＰ问题的

直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的Ｂ（ｙ）可分解如下：
Ｂｔ（ｙ）＝∧ｘ∈Ｘ｛Ａ


ｔ（ｘ）（（ａ１→（（Ａｔ（ｘ）→Ｂｔ（ｙ）∧（Ａ－ｆ（ｘ）→

Ｂ－ｆ（ｙ）））∧（１－（１－Ａ－ｆ（ｘ）→Ｂ－ｆ（ｙ））！ａ２）｝，ｙ
∈Ｙ．

Ｂｆ（ｙ）＝∨ｘ∈Ｘ｛Ａ

ｆ（ｘ）（（１－Ａ－ｆ（ｘ）→Ｂ－ｆ（ｙ））！ａ２）｝，ｙ∈Ｙ．

ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理 ａ－反向三 Ｉ算法的基
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本思想：设Ａ（ｘ）∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｂ（ｙ），Ｂ（ｙ）∈ＩＦＳ（Ｙ），α
∈ＩＦＳ，若Ａ（ｘ）是ＩＦＳ（Ｘ）中对一切ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ都满足
式（１）的最小直觉模糊集，则称 Ａ（ｘ）为 ＩＦＭＴ问题的
直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的解．

定理４　设（→）是 ＩＦＳ上的直觉伴随对，而
且当ｙｚ时，ｘｙ＝ｚｘ＝ｙ→ｚ，则 ＩＦＭＴ问题的直
觉模糊推理 ａ－反向三 Ｉ算法的解 Ａ（ｘ）可表示为
如下：

Ａ（ｘ）＝∨
ｙ∈Ｙ
｛（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→Ｂ

（ｙ）｝，ｘ∈Ｘ

证明　由Ａ（ｘ）的表达式及引理２可知，ｘ∈Ｘ，ｙ
∈Ｙ，

（Ａ（ｘ）→Ｂ
（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））

（（（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））
　→Ｂ

（ｙ））→Ｂ
（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））

＝（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））＝α
α

从而可知Ａ（ｘ）满足式（１）．假设存在 Ｄ（ｘ）∈ＩＦＳ
（Ｘ），使得Ｄ（ｘ）满足式（１），则ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，有（Ｄ（ｘ）
→Ｂ

（ｙ））→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））α恒成立．即 Ｄ（ｘ）
（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→Ｂ

（ｙ）．因此，Ａ（ｘ）≤
Ｄ（ｘ）．所以Ａ（ｘ）为ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理ａ－反
向三Ｉ算法的解．

推论２　设（，→）是ＩＦＳ上的直觉伴随对，Ａ


（ｘ）＝（Ａｔ（ｘ），Ａ

ｆ（ｘ）），α＝（ａ１，ａ２），则 ＩＦＭＴ问题的

直觉模糊推理ａ－反向三Ｉ算法的Ａ（ｘ）可分解如下：
Ａｔ（ｘ）＝∨ｙ∈Ｙ｛（（（ａ１→（（Ａｔ（ｘ）→Ｂｔ（ｙ））∧（Ａ－ｆ（ｘ）→

Ｂ－ｆ（ｙ））））∧（１－（１－Ａ－ｆ（ｘ）→Ｂ－ｆ（ｙ））
ａ２））→Ｂ


ｔ （ｙ））∧（１－（Ｂ


ｆ （ｙ）！（（１－

Ａ－ｔ（ｘ）→Ｂ

－ｔ（ｙ））ａ２）））｝，ｘ∈Ｘ．

Ａｆ（ｘ）＝∧ｙ∈Ｙ｛Ｂ

ｆ（ｙ）？（（１－Ａ－ｆ（ｘ）→Ｂ－ｆ（ｙ））！ａ２）｝，

ｘ∈Ｘ．

４　直觉模糊集间的相似度
　　定义６　设 Ｘ是非空集合，→是 ＩＦＳ上由左连续
的直觉三角模所诱导的剩余型直觉蕴涵，（ａ１，
ａ２），（ｂ１，ｂ２）∈ＩＦＳ，（ａ１，ａ２）（ｂ１，ｂ２）＝（（ａ１，ａ２）→

（ｂ１，ｂ２））∧（（ｂ１，ｂ２）→（ａ１，ａ２））．则称为（ａ１，
ａ２），（ｂ１，ｂ２）的直觉双剩余．

引理３　设是与→相关的直觉双剩余，（ａ１，
ａ２），（ｂ１，ｂ２），（ｃ１，ｃ２），（ｄ１，ｄ２）∈ＩＦＳ，则下面性质成立：

（１）（（ａ１，ａ２）（ｂ１，ｂ２））（（ｃ１，ｃ２）（ｄ１，
ｄ２））≤（（ａ１，ａ２）（ｃ１，ｃ２））（（ｂ１，ｂ２）（ｄ１，
ｄ２））．

（２）（（ａ１，ａ２）（ｂ１，ｂ２））（（ｃ１，ｃ２）（ｄ１，
ｄ２））≤（（ａ１，ａ２）→（ｃ１，ｃ２））（（ｂ１，ｂ２）→（ｄ１，

ｄ２））．
证明　（１）与（２）证明类似，下面只对（１）进行

证明．
令１－ａ２＝ａ

－
２，１－ｂ２＝ｂ

－
２，１－ｃ２＝ｃ

－
２，１－ｄ２＝ｄ

－
２，

由定义４，定理２及命题１可知：
（１）（（ａ１，ａ２）（ｂ１，ｂ２））（（ｃ１，ｃ２）（ｄ１，
ｄ２））

＝（（（ａ１，ａ２）→（ｂ１，ｂ２））∧（（ｂ１，ｂ２）→（ａ１，ａ２）））
　（（（ｃ１，ｃ２）→（ｄ１，ｄ２））∧（（ｄ１，ｄ２）→（ｃ１，ｃ２）））
＝（（（ａ１→ｂ１）∧（ａ

－
２→ｂ

－
２），１－ａ

－
２→ｂ

－
２）∧（（ｂ１→ａ１）

∧（ｂ－２→ａ
－
２），１－ｂ

－
２→ａ

－
２）（（（ｃ１→ｄ１）

∧（ｃ－２→ｄ
－
２），１－ｃ

－
２→ｄ

－
２）∧（（ｄ１→ｃ１）∧（ｄ

－
２→

ｃ－２），１－ｄ
－
２→ｃ

－
２））

＝（（ａ１→ｂ１）∧（ａ
－
２→ｂ

－
２）∧（ｂ１→ａ１）∧（ｂ

－
２→ａ

－
２），（１

－ａ－２→ｂ
－
２）∨（１－ｂ

－
２→ａ

－
２））（（ｃ１→ｄ１）

∧（ｃ－２→ｄ
－
２）∧（ｄ１→ｃ１）∧（ｄ

－
２→ｃ

－
２），（１－ｃ

－
２→ｄ

－
２）

∨（１－ｄ－２→ｃ
－
２））

＝（（（ａ１ｂ１）∧（ａ
－
２ｂ

－
２））（（ｃ１ｄ１）∧（ｃ

－
２

ｄ－２）），（１－ａ
－
２ｂ

－
２）（１－ｃ

－
２ｄ

－
２））

≤（（（ａ１ｃ１）（ｂ１ｄ１））∧（ａ
－
２ｃ

－
２）（ｂ

－
２ｄ

－
２）），

１－（ａ－２ｃ
－
２）（ｂ

－
２ｄ

－
２））

＝（ａ１ｃ１，１－ａ
－
２ｃ

－
２）（ｂ１ｄ１，１－ｂ

－
２ｄ

－
２）

＝（（ａ１，ａ２）（ｃ１，ｃ２））（（ｂ１，ｂ２）（ｄ１，ｄ２））
引理４　设 Ｘ是非空集合，Ａ（ｘ），Ａ′（ｘ）∈ＩＦＳ

（Ｘ），则：
（１）（∧

ｘ∈Ｘ
Ａ（ｘ））（∧ｘ∈ＸＡ′（ｘ））∧ｘ∈Ｘ（Ａ（ｘ）Ａ′

（ｘ））．
（２）（∨

ｘ∈Ｘ
Ａ（ｘ））（∨ｘ∈ＸＡ′（ｘ））∧ｘ∈Ｘ（Ａ（ｘ）Ａ′

（ｘ））．
证明与引理３类似．
定义７　设→是 ＩＦＳ上的剩余型直觉蕴涵算子，

是与→相关的直觉双剩余，Ａ，Ａ′∈ＩＦＳ（Ｘ），Ｓ


（Ａ，Ａ′）＝∧
ｘ∈Ｘ
（Ａ（ｘ）Ａ′（ｘ））＝∧ｘ∈Ｘ（（Ａ（ｘ）→Ａ′（ｘ））

∧（Ａ′（ｘ）→Ａ（ｘ）））则称Ｓ
为Ａ，Ａ′的相似度．

定理５　Ａ，Ａ′∈ＩＦＳ（Ｘ），→１
，→２

是 ＩＦＳ上的

任意两个剩余型直觉蕴涵算子，若 Ａ→１
Ａ′≤Ａ→２

Ａ′，

有Ａ′→１
Ａ≤Ａ′→２

Ａ恒成立，则：

（１）ＳＧ（Ａ，Ａ′）≤Ｓ

Ｇｏ（Ａ，Ａ′）≤Ｓ


Ｌ（Ａ，Ａ′）．

（２）ＳＧ（Ａ，Ａ′）≤Ｓ

Ｒｏ（Ａ，Ａ′）≤Ｓ


Ｌ（Ａ，Ａ′）．

证明　（１）令Ａ＝（ａ１，ａ２），Ａ′＝（ｂ１，ｂ２）∈ＩＦＳ（Ｘ），
由例１可知：

（ⅰ）当 ａ１≤ｂ１，ｂ２≤ａ２时，有（ａ１，ａ２）→Ｇ
（ｂ１，ｂ２）

＝（ａ１，ａ２）→Ｇｏ
（ｂ１，ｂ２）＝（ａ１，ａ２）→Ｌ

（ｂ１，ｂ２）＝（１，

０）．
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（ⅱ）当 ａ１≤ｂ１，ｂ２＞ａ２时，（ａ１，ａ２）→Ｇ
（ｂ１，ｂ２）＝

（１－ｂ２，ｂ２），（ａ１，ａ２）→Ｇｏ
（ｂ１，ｂ２）＝（

１－ｂ２
１－ａ２

，
ｂ２－ａ２
１－ａ２

），

（ａ１，ａ２）→Ｌ
（ｂ１，ｂ２）＝（（１－ａ１＋ｂ１）∧（１－ａ２＋ｂ２），ｂ２

－ａ２）．
显然可知，

!

（１－ｂ２）－
１－ｂ２
１－ａ２

＝
（１－ｂ２）（－ａ２）

１－ａ２
≤０

（１－ｂ２）≤
１－ｂ２
１－ａ２

．

"

１－ｂ２
１－ａ２

－（１－ａ１＋ｂ１）＝
（１－ｂ２）－（１－ａ１＋ｂ１）（１－ａ２）

１－ａ２

　　　　　　　　　≤
（１－ａ２）－（１－ａ１＋ｂ１）（１－ａ２）

１－ａ２
　　　　　　　　　＝ａ１－ｂ１≤０
１－ｂ２
１－ａ２

－（１－ａ２＋ｂ２）＝
（１－ｂ２）－（１－ａ２＋ｂ２）（１－ａ２）

１－ａ２

　　　　　　　　　≤
（１－ａ２）－（１－ａ２＋ｂ２）（１－ａ２）

１－ａ２
　　　　　　　　　＝ａ２－ｂ２≤



















０


１－ｂ２
１－ａ２

≤（１－ａ１＋ｂ１），
１－ｂ２
１－ａ２

≤（１－ａ２＋ｂ２）


１－ｂ２
１－ａ２

＝
１－ｂ２
１－ａ２

∧
１－ｂ２
１－ａ２

≤（１－ａ１＋ｂ１）∧（１－ａ２＋ｂ２）．

由
!"

可知，１－ｂ２≤
１－ｂ２
１－ａ２

≤（１－ａ１＋ｂ１）∧（１－ａ２

＋ｂ２）．同理可知，ｂ２
ｂ２－ａ２
１－ａ２

ｂ２－ａ２．则（ａ１，ａ２）→Ｇ

（ｂ１，ｂ２）≤（ａ１，ａ２）→Ｇｏ
（ｂ１，ｂ２）≤（ａ１，ａ２）→Ｌ

（ｂ１，

ｂ２）．
当然，对于（ⅲ）当ａ１＞ｂ１，ｂ２≤ａ２，（ⅳ）当 ａ１＞ｂ１，

ｂ２＞ａ２，我们总能得到，
（ａ１，ａ２）→Ｇ

（ｂ１，ｂ２）≤（ａ１，ａ２）→Ｇｏ
（ｂ１，ｂ２）≤（ａ１，ａ２）

→Ｌ
（ｂ１，ｂ２）．

又由已知条件可知，（ｂ１，ｂ２）→Ｇ
（ａ１，ａ２）≤（ｂ１，

ｂ２）→Ｇｏ
（ａ１，ａ２）≤（ｂ１，ｂ２）→Ｌ

（ａ１，ａ２）．则 Ｓ

Ｇ（Ａ，Ａ′）

≤ＳＧｏ（Ａ，Ａ′）≤Ｓ

Ｌ（Ａ，Ａ′）

（２）与（１）证明类似．事实上，
取（ａ１，ａ２）＝（０．４，０．６），（ｂ１，ｂ２）＝（０．５，０．５），Ｓ


Ｇｏ

（Ａ，Ａ′）＝（０．８，０）ＳＲｏ（Ａ，Ａ′）＝（０．５，０）．
再取（ａ１，ａ２）＝（０．４，０．５），（ｂ１，ｂ２）＝（０．１，０．８），

ＳＧｏ（Ａ，Ａ′）＝（０．２５，０）≤Ｓ

Ｒｏ（Ａ，Ａ′）＝（０．６，０）．

显然，ＳＧｏ（Ａ，Ａ′）与Ｓ

Ｒｏ（Ａ，Ａ′）是无法比较大小的．

５　基于相似度的直觉模糊推理反向三Ｉ算法
的鲁棒性

　　定义８　设Ｘ是非空集合，Ｓ为 Ａ，Ａ′的相似度，Ａ，
Ａ′∈ＩＦＳ（Ｘ），δ∈ＩＦＳ，ｘ∈Ｘ，

Ｓ（Ａ，Ａ′）＝∧
ｘ∈Ｘ
（Ａ（ｘ）Ａ′（ｘ））δ

则称Ａ′与 Ａ的是 δ－相等的，记为 Ａ≡（δ）Ａ′．换句话
说，Ａ′是Ａ的一个１ －δ扰动．

定理６　Ｂ，Ｂ′分别是由定理３给出的 ＩＦＭＰ（Ａ，
Ｂ，Ａ）和 ＩＦＭＰ（Ａ′，Ｂ′，Ａ′）问题的直觉模糊推理 α－
反向三 Ｉ算法的解，δ１，δ２，δ３∈ＩＦＳ，若 Ａ≡（δ１）Ａ′，Ｂ
≡（δ２）Ｂ′，Ａ

≡（δ３）Ａ
′，则：

Ｂ≡（δ１δ２δ３）Ｂ
′

证明　由引理３，４可知，
Ｓ（Ｂ，Ｂ′）＝∧

ｙ∈Ｙ
（Ｂ（ｙ）Ｂ

′（ｙ））

＝∧
ｙ∈Ｙ
（（∧

ｘ∈Ｘ
｛Ａ（ｘ）（α→（Ａ（ｘ）→

　Ｂ（ｙ）））｝）（∧ｘ∈Ｘ｛Ａ
′（ｘ）（α→

　（Ａ′（ｘ）→Ｂ′（ｙ）））｝））
∧
ｙ∈Ｙ
∧
ｘ∈Ｘ
（（Ａ（ｘ）（α→（Ａ（ｘ）→

　Ｂ（ｙ））））（Ａ
′（ｘ）（α→

　（Ａ′（ｘ）→Ｂ′（ｙ）））））
∧
ｙ∈Ｙ
∧
ｘ∈Ｘ
（（Ａ（ｘ）Ａ

′（ｘ））（（α

　α）（（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ））
　（Ａ′（ｘ）→Ｂ′（ｙ）））））
∧
ｙ∈Ｙ
∧
ｘ∈Ｘ
（（Ａ（ｘ）Ａ

′（ｘ））

　（（Ａ（ｘ）Ａ′（ｘ））（Ｂ（ｙ）
　Ｂ′（ｙ）））
δ１δ２δ３

即Ｂ≡（δ１δ２δ３）Ｂ
′

定理７　Ａ，Ａ′分别是由定理４给出的 ＩＦＭＴ（Ａ，
Ｂ，Ｂ）和ＩＦＭＴ（Ａ′，Ｂ′，Ｂ′）问题的直觉模糊推理 α－
反向三 Ｉ算法的解，δ１，δ２，δ３∈ＩＦＳ，若 Ａ≡（δ１）Ａ′，Ｂ
≡（δ２）Ｂ′，Ｂ

≡（δ３）Ｂ
′则：

Ａ≡（δ１δ２δ３）Ａ
′

证明　由引理３，４，可知，
Ｓ（Ａ，Ａ′）＝∧

ｘ∈Ｘ
（Ａ（ｘ）Ａ

′（ｘ））

＝∧
ｘ∈Ｘ
（（∨

ｙ∈Ｙ
｛（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→

　Ｂ（ｙ）｝）（∨ｙ∈Ｙ｛（α→（Ａ′（ｘ）→

　Ｂ′（ｙ）））→Ｂ
′（ｙ）｝））

∧
ｘ∈Ｘ
∧
ｙ∈Ｙ
（（（α→（Ａ（ｘ）→Ｂ（ｙ）））→

　Ｂ（ｙ））（（α→（Ａ′（ｘ）→

　Ｂ′（ｙ）））→Ｂ
′（ｙ）））

∧
ｘ∈Ｘ
∧
ｙ∈Ｙ
（（αα）（（Ａ（ｘ）→

９６２
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　Ｂ（ｙ））（Ａ′（ｘ）→Ｂ′（ｙ）））
　（Ｂ

（ｙ）Ｂ
′（ｙ）））

∧
ｘ∈Ｘ
∧
ｙ∈Ｙ
（（αα）（Ａ（ｘ）

　Ａ′（ｘ））（Ｂ（ｙ）Ｂ′（ｙ））
　（Ｂ

（ｙ）Ｂ
′（ｙ）））

δ１δ２δ３
即Ａ≡（δ１δ２δ３）Ａ

′
注由定理７，８的结论表明，ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉

模糊推理α－反向三Ｉ算法具有相同的鲁棒性．
令δ１，δ２，δ３∈ＩＦＳ，δｉ＝（δｉｔ，δｉｆ），（ｉ＝１，２，３），由例

１，定理６我们可以得到 ＩＦＭＰ问题的基于四种常见剩
余型蕴涵的直觉模糊推理 α－反向三 Ｉ算法的一些鲁
棒性结论．

推论３　若 ＝Ｌ
，→ ＝→Ｌ

，即 Ａ≡Ｌ
（δ１）

Ａ′，Ｂ≡Ｌ
（δ２）Ｂ′，Ａ

≡Ｌ
（δ３）Ａ

′，则：

Ｂ≡Ｌ
（（δ１ｔ＋δ２ｔ＋δ３ｔ－２）∨０，（δ１ｆ＋δ２ｆ＋δ３ｆ）∧１）Ｂ

′

推论４　若 ＝Ｇ
，→ ＝→Ｇ

，即 Ａ≡Ｇ
（δ１）

Ａ′，Ｂ≡Ｇ
（δ２）Ｂ′，Ａ

≡Ｇ
（δ３）Ａ

′，则

Ｂ≡Ｇ
（δ１ｔ∧δ２ｔ∧δ３ｔ，δ１ｆ∨δ２ｆ∨δ３ｆ）Ｂ

′

推论５　若 ＝Ｇｏ
，→ ＝→Ｇｏ

，即Ａ≡Ｇｏ
（δ１）

Ａ′，Ｂ≡Ｇｏ
（δ２）Ｂ′，Ａ

≡Ｇｏ
（δ３）Ａ

′，则

　Ｂ≡Ｇｏ
（δ１ｔδ２ｔδ３ｔ，δ１ｆ＋δ２ｆ＋δ３ｆ－δ１ｆδ２ｆ－δ１ｆδ３ｆ－δ２ｆδ３ｆ

　＋δ１ｆδ２ｆδ３ｆ）Ｂ
′

推论６　若 ＝Ｒｏ
，→ ＝→Ｒｏ

，即Ａ≡Ｒｏ
（δ１）

Ａ′，Ｂ≡Ｒｏ
（δ２）Ｂ′，Ａ

≡Ｒｏ
（δ３）Ａ

′，则

Ｂ≡Ｒｏ
（δ１ｔＲｏδ２ｔＲｏδ３ｔ，δ１ｆＲｏδ２ｆＲｏδ３ｆ）Ｂ

′

这里的Ｒｏ，Ｒｏ是［０，１］上的 Ｒｏ蕴涵算子的三角
模与三角余模．

同理，由例１，定理７我们也可以得到 ＩＦＭＴ问题的
基于四种常见剩余型蕴涵的直觉模糊推理α－反向三Ｉ
算法的一些鲁棒性结论，且与以上推论类似．

６　结束语
　　本文首先基于直觉模糊集，研究了直觉模糊推理α
－反向三Ｉ算法，给出了 ＩＦＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉模糊
推理α－反向三 Ｉ算法解的表达形式和分解形式．其
次，利用双剩余，定义了直觉模糊集上相似度，给出了直

觉ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵、直觉 Ｇｄｅｌ蕴涵、直觉 Ｇｏｇｕｅｎ蕴
涵、直觉Ｒｏ蕴涵的相似度，进一步分析了它们之间的
关系．最后，将直觉模糊集间的相似度作为扰动参数，讨
论了直觉模糊推理α－反向三 Ｉ算法的鲁棒性，并且针
对以上四种剩余型蕴涵算子，获得了的直觉模糊推理α
－反向三Ｉ算法的一些关于鲁棒性的结论，并发现 ＩＦ

ＭＰ、ＩＦＭＴ问题的直觉模糊推理 α－反向三 Ｉ算法具有
相同的鲁棒性．本文的研究结果，一方面对直觉蕴涵算
子的选择有一定的指导意义，另一方面，更是为直觉模

糊推理的实际应用提供了理论基础．
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